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Aula passada...

1
1 Métodos lterativos
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Pergunta...

Como garantir (ou verificar) que as solucdes através
dos métodos e Jacobi e Gauss-Seidel convergem?

Como verificar se pequenas alteracdes nos
coeficientes levam a variagdes nos resultados do
sistema?
Hoje, vamos estudar:

Convergéncia de métodos iterativos

Sistemas mal-condicionados



Convergéncia

Considerando o sistema de equacdes lineares na
forma:

x ) = Bx(®) 4 ¢

Como garantir a convergéncia?



Revisdo — Normas de Vetores

Dado um espaco vetorial V, a norma é uma fungdo
que satisfaz aos seguintes postulados:

x| >0sex#0ellx]| =0sex=0
Ax|| = |A]. ||x]|| se 4 € R
x+yll < |[x|[ + [[yllsex,y €V

Desigualdade triangular.

A norma é uma medida do vetor no espago



Revisdo — Normas de Vetores

Norma Euclidiana

||X1|2 —'w/}gl 15xl

Norma do Mdaximo

lxllc = max [x;|
1<i<n

Norma da soma
lxll1 = Xizq 1%l

E no caso de matrizes?



Revisdo — Normas de Matrizes

Definicdo 3.3: A norma de uma matriz A »n xn ¢ um nu-

mero real ndo negativo denotado por ||A4||, associado com A, tal
que:

1) [[A||>0, se A#0 e ||A||=0 se A =0;
2) ||4+B| < |[l4]| +|| B ;

3) KAl <|K[x[|4]l, K e R;

4) |[Ax Bl < |4 x| Bl ;

Se uma norma matricial ¢ uma norma vetorial estao relacio-
nadas de tal modo que:

5) ||A x|| £ ||A]| x || x|| , seja satisfeita para qualquer 4 ¢ x,
entdo as duas normas sao ditas serem consistentes.



Revisdo — Normas de Matrizes
S

Definicao 3.4: As normas matriciais associadas as normas
vetoriais 1, 2 € oo sdo:

n

Al = max > |a, |

I<j<n =l (Soma maxima absoluta por coluna)

1/2

|A4]|» = {autovalor maximo de 474} (Norma espectral)

n

||| = max ) |a, |

1<i<n j=I (Soma maxima absoluta por linha)



Revisdo — Diagonal Estritamente

Dominante
I

Definicdo 3.1: Uma matriz A € R""" ¢ de diagonal estri-
tamente dominante, se ela satisfaz pelo menos uma das seguintes
condi¢oes:

a) por linha

n
>Z‘aij‘, i=12,...,n
j=!

J#i

|ai:‘

ou

b) por coluna

n
‘aﬂ" > Z‘ a;
i=1

i+ j

, j=L2,...,n



Exemplo

5 2 2
(-1 -+ of
-2 3 8

é uma matriz diagonal estritamente dominante por
linha

6 2 6
1 -8 3
4 3 -10

é uma matriz diagonal estritamente dominante por
coluna



Revisdo - Autovalores
N

Definicdo 3.2: Dada uma matriz A € R""", dizemos que
seus autovalores sdo as raizes do polindOmio caracteristico dela,

denotado por p(A), obtido de

a,, — A a, =+ 4,
a a,, —A -+ a
21 2 2
[A-21|= "
anl an::', e ann_l

7 Isto &, det(A — Al)=0



Exemplo

Calcular os autovalores da matriz A

4=(; 1)
a-a=(5 -2 9)=0"3" 12)
det(d — Al) = 0
(4—D1-2)-10=0
A =-1

AZZ6



Convergéncia (voltando...)
=

-1 Considerando o sistema de equagdes lineares na
forma:

x ) = Bx(®) 4 ¢

1 Como garantir a convergéncia?

CE+1) Ck/
(&+1) 2 cm+ & = 2 -z = E(Zr -—3)
g = B
C.; (K 41) k)
. = Bx + = e = B C-c



Convergéncia
—

(K40) || U ﬁ, 0! Lm” Da propriedade 5
”€ “{'“56 ”1 < J18il, [t el

“B ", o W)(g ‘B‘J’ = sz , “‘J Da aula passada

<j<v\. 3 (,c cn

= rees
t:j

Se B é de diagonal estritamente dominante, temos:
2 , c—tﬁ} €q o jELk. .
Az ' '
Ud
G=1
CE§

Logo: 1 gl _(zf) < |



Convergéncia
=

1 Considerando a norma da soma dos vetores:

1)), = 2l leit,= 2 1€
4 (=1

v=1

=> || ", = BN < U8l (17,

>le < p 5 et
=1 =1

-1 Recursivamente: E como: o < /7 <A1
. 7T e
v (2 _ ,
Sl p > kel S e <
| =1 K -0 b=1




Teorema 3.2

1
Teorema 3.2

Se A € R"" é uma matriz ndo singular, de diagonal estri-
tamente dominante, entdo o método de Gauss-Seidel converge para

a solucdo do sistema de equacoes lineares Ax = b, e a convergén-

cia é pelo menos tao rapida quanto para o método de Jacobi, para

: s e 0
qualquer vetor aproximacdo inicial x ‘"’ .

71 Matriz ndo-singular: determinante ndo-nulo.
-1 Demonstracdo em [4]



Exemplo

_
1 Questdo de Prova (2013.1)

Questao 2 (3,0 pontos): Considere o seguinte sistema linear:

bx,+16x,=18
12x,+8x,=23
—10x,—13x,+2x,=—24
Verifique se é possivel estabelecer uma condicao suficiente para garantir a convergencia do método de

Gauss-Seidel para computar a solugao do sistema. Caso seja possivel, utilize 0 método de Gauss-Seidel,

aplicando-o na configuragao com garantia de convergéncia, para determinar a solu¢ao aproximada do
- - L “:] rﬂ rﬂ - * el - - o * i~
sistema. Parta do vetor inicial (X ],xz ) X3 J)z(l).l).l} e faca iteracoes ate que, apos a k-eésima iteracao
- (k) _ (k=1) e . ;
tenha-se a condi¢do de parada max|x, :'—x‘: '|<0.05 satisfeita. Caso nio seja possivel estabelecer uma

1=i=3

condicao suficiente de convergencia, utilize o metodo direto de decomposicao LU para resolver o sistema.



Exemplo (Resposta)

A matriz A é de diagonal estritamente dominante?
Ndo...
0<6+16 (ndo é pelo critério das linhas)

0<12+10 (nem pelo das colunas)
bx,+16x,=18
12x,+8x,=23
—10x,—13x,+2x,=—24
© 6 16
(2 & 0O

~-lo -3 2

™



Exemplo (Resposta)

Mas, poderiamos escalonar o sistema para:

1% X 9
A=l e 1% 12
v £ [

Nesse caso, a matriz A é de diagonal estritamente
dominante por linha e por coluna.

Porém, é importante salientar que basta que A seja de
diagonal estritamente dominante apenas por linha ou
apenas por coluna

Logo, podemos garantir a convergéncia.

Deixamos o restante da questdo como exercicio.



Teorema 3.3
N

Teorema 3.3

A iteracdo x™*™= Dx™ + ¢ convergird para qualquer es-
colha do vetor inicial x'”’ se, e somente se, os autovalores da ma-
triz D forem todos, em modulo, menores que 1.

-1 Demonstracdo em [5]



Teorema 3.2

“Devemos salientar que as condi¢coes apresentadas
no Teorema 3.2 sdo suficientes e ndo necessdrias. ”

“O que significa dizer que se tais condicdes ndo
forem satisfeitas, nada se pode afirmar pois uma
das seguintes situacoes pode ocorrer:”

Né&o converge por nenhum dos métodos (Jacobi /
Gauss-Seidel)

Converge por um deles e diverge pelo outro

Converge por ambos os métodos



Sistemas Mal-Condicionados

“Um sistema de equacdes lineares é dito ser mal-
condicionado se sua solugdo é muito sensivel as
pequenas mudancas em algum ou alguns
coeficientes das equacdes.”



Exemplo 3.7
N

Exemplo 3.7 - Considere o sistema de equagdes lineares

1,00x, +1,00x, = 2,00
1,0Lx, +1,00x, = 2,01

solucdo € dada pelo vetor x = { ( 1,00; 1,00)" }.

Entretanto, se o coeficiente de x;, na segunda equacao, for
1,0001 ao invés de 1,01, 1sto €, se tivermos o sistema

1,00x, +1,00x, = 2,00
1,0001x, +1,00x, = 2,01

a solugdo passa a ser o vetor x = { (100; -98)" }.



Exemplo 3.7

Esse exemplo mostra a instabilidade do sistema,
pois, alterando apenas um de seus coeficientes em
0,099, sua solucdo foi multiplicada por
aproximadamente um fator 100 (em mdédulo).

Importante notar que, geralmente, os coeficientes
das equagoes ndo sdo conhecidos exatamente.
Podem ter sido obtidos de arredondamento,
experimento, modelagem matemdtica, etc. Logo,
possivelmente imprecisos.



Pergunta

Como reconhecer se um sistema de equacgdes
lineares é mal-condicionado?

“A resposta a essa questdo é bastante complexa.
Um estudo sobre alguns critérios de de
identificacdo de mal-condicionamento de sistemas é
apresentado em [6]”



Algumas critérios que podem
caracterizar o mal-condicionamento:

Pequeno valor do determinante da matriz dos
coeficientes;

Pequeno valor do determinante normalizado da
matriz dos coeficientes;

Grandes valores dos elementos da matriz inversa
dos coeficientes do sistema em estudo;

NUmero de condicdo.



Definicdo 3.5
N

Definicdo 3.5: O determinante normalizado de uma matriz
quadrada A4 ¢ definido como

| A |
A x O XA3X o0 o X Oy

norma |A| =

Onde

.2 2 2 \1/2
a, =(a;+a,,+--+a;,)

com k=12, ..., n.



Definicdo 3.6
N

Definicao 3.6: O numero de condicdo de uma matriz nao
singular 4, denotado por cond(A) ou K(A) ¢ dado por cond(A) =
= K(A) = ||A|| x ||4”"|| para qualquer norma.

Este nimero de condigdo ¢ comumente usado para identifi-
car se um sistema de equagdes lineares ¢ mal-condicionado, isto €,
se cond(A) ou K(A) for “muito grande” (lamentavelmente ndo ha
meio de especificar esta grandeza), o sistema Ax = b ¢ mal-
-condicionado.



Exemplo 3.9
N

Exemplo 3.9 - Considere o sistema de equacdes lineares

{1,2969.1: + 0,8648 y = 0,8642
0,2161 x + 0,1441 y = 0,1440

Temos que:

1,2969  0,8648 0,8642
A= b=
0,2161 0,1441 0,1440



Exemplo 3.9

A1 =7

_(a b

A_(c d)

-1 _ 1 d —b

A _det(A)(—c a)
1,2969 0,8648
0,2161 0,1441

0,1441 —0,8648)
—0,2161 1,2969

Logo, se A = ( ), temos:

A~ = 108(



Exemplo 3.9

0
1 Calculando o valor das normas matriciais:

2
"A“$>: Mo x ‘Zg ,ﬁﬂ“‘:

160¢2

d:'
& PR {A,,zc,m +0 8648 50,2161 +0,4u4l |
z 24617
Z
I = wenx 2 @ .7
= §gigh | ) |
i
= 5 i/
T max N 10089 xI0° ; (513D x 19
&

= 4{5!30 x10



Exempo 3.9

Logo, calculando o valor no nimero de condigdo K(A),
temos:

= g
Kle) = “ ;ﬂ»”,”ﬂ_!“ - 2,161% x (,S130 x10

&
=3 ELEj=5 X0
Logo, podemos afirmar que o sistema é mal-
condicionado.

Notar que utilizamos os valores das normais matriciais
associadas a norma vetorial <,
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